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Geometriefaktoren von Hohlraumresonatoren zur Elektronendichte-, Dichteprofil-
und Stofifrequenzmessung von Plasmen
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Institut fiir Gasentladungstechnik und Photoelektronik der Universitdt Stuttgart

(Z. Naturforsch. 26 a, 1264—1271 [1971] ; eingegangen am 9. Mirz 1971)

Geometry factors of cavity resonators for the determination of plasma electron density, density
profile, and collision frequency

Geometry factors of a number of cylindrical TEy,, and TMpmy, cavity resonance modes are cal-
culated as a function of the ratio of plasma and cavity radius and as a function of the radial electron
density profile. In axial direction homogeneous and sinusoidal density profiles are assumed.

Resonance modes with a small index ! are suitable for the measurement of electron densities
in narrow and dilute plasma columns; modes with an index I > 2 are specially advantageous for

measuring the density profile.

Results of measurements of the electron density, density profile, and collision frequency in

nitrogen are given.

Die Bestimmung der mittleren Elektronendichte
fie und des Dichteprofils n.(r) eines Plasmas sowie
der StoBfrequenz » zwischen Elektronen und ande-
ren Plasmateilchen kann aus der Resonanzfrequenz-
verstimmung und Giitednderung eines Mikrowellen-
Hohlraumresonators erfolgen 174,

Die exakte Theorie des Hohlraumresonators
beschreibt den Zusammenhang zwischen der Fre-
quenzverschiebung Aw und der mittleren Elektro-
nendichte 7, fiir beliebig dichte Plasmen. Ist die
Elektronendichte n, < n, (n, cut-off-Dichte), so 1aBt
sich in einer linearen Storungstheorie des Hohl-
raumresonators 7 8 ein linearer Zusammenhang zwi-
schen der Frequenzverschiebung und der Elektro-
nendichte angeben. Die Proportionalititskonstante
zwischen den normierten Groflen der Frequenzver-
schiebung und der Dichte wird im folgenden als
Geometriefaktor @ bezeichnet.

6

Es gilt
4 e 1
v ? ne 1+ (vjw)? (1)
Dabei ist w die Mefrequenz und
n.=w? (g, me/e2) (2)
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Der Geometriefaktor @ ist im allgemeinsten Fall
abhingig vom Resonanzmodus, vom radialen und
axialen Elektronendichteprofil n.(r,z) und vom
Fillgrad Rp/R,, wenn R, der Plasmaradius und
R, der Resonatorradius ist.

1. Grundgleichungen
zur Berechnung der Geometriefaktoren

Nach der Storungstheorie folgt fiir den Geometrie-
faktor
[ ne(r,z) E2(r, @, z) dV
v
[EX(r,p,2) AV 7
Ve

ds(ra P, z) = 'é fie (3)

wobei das Integral im Zihler iiber das gesamte
Plasmavolumen 7}, innerhalb des Resonators zu be-
rechnen ist. Im Nenner ist das Quadrat der elektri-
schen Mikrowellen-Feldstirkeverteilung E(r, @, z)
iiber das Resonatorvolumen V' zu integrieren.

Weist die Elektronendichte n, nur eine radiale
und axiale, aber keine azimutale Abhingigkeit auf,
so laBt sich schreiben
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ne(r, z) =ng fa(r) fa(2) , (4)
wobei f,(r) bzw. f,(z) die r- bzw. z-abhiingigen
Funktionsanteile der Dichteverteilung beschreiben.
ny ist die Elektronendichte in der z-Achse bei
z=L,/2 (L, Resonatorlinge). Als radiales Dichte-
profil f,(r) wurden das Bessel-J,-Profil

fa(r) =1,4(2,405 r/Ry) (5)
und Parabelprofile der Form
fa(r) =1—s(r/Ry)? (6)
verwendet 3. In axialer Richtung wurde
fa(2) =1 (7)

fiir gerade, offene Entladungsgefifie angenommen
N fa(z) =sin (7 z/L;) ®8)

fiir vollstindig im Resonator eingeschlossene, zy-
lindrische Entladungsgeféfe.

Die Frequenzverschiebung Adw nach Gl. (1) folgt
aus der rdumlich gemittelten Elekironendichte; da-
her ist die Achsmittendichte ny in Gl. (4) in eine
mittlere Dichte umzurechnen.

Fiir das Profil nach Gl. (5) folgt fiir den Mittel-

L Furn=0,432 9
und fiir die Parabelprofile

. 0=s<1,
Tor=1-32 #ix 5o —p,

. 15s< «, (10)
fup=1/25s fur 0§T§RDV;.

Die gleiche Mittelung erfolgt iiber das z-Profil. Aus

Gl. (7) folgt fnz(hom) - 1 (11)
und aus Gl. (8)
Faoteiny = 0,637 . (12)
Es gilt damit fiir die Dichte ny in der Achse
no=1ie/Snrf s - (13)

Das elektrische Mikrowellenfeld £ im Resonator 1af3t
sich in vielen Fillen in der Form

E=E,fe(r) fe(®) fe(2) (14)

schreiben. Damit folgt durch Einsetzen der Gln. (4)
und (13) in Gl. (3) *

* Aus satztechnischen Griinden muBte in den Gln. (15) und
(16) statt fz die Anordnung fg? gesetzt werden.

9 C. G. MonTGOMERY, Technique of Microwave Measure-
ments, MIT Rad. Lab. Ser. 11, McGraw-Hill, New York
1947.

10 J P. KinzeR u. I. G. WiLsoN, Bell Syst. Techn. J. 26, 410
[1947].
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Ry’
L'no) () rdr

1 1
Q(raq”z)=—2—kf_m_ T

2 .
r=f0fE (r) rdr (15)
2n
fE2(p) dop f fn (2) fE®(2) dz
Le=0 1 ;_,
2z fnz

[ 23 (p) do f fE2(2) dz
»=0 z2=0

=F(r) F(p) G(2). (16)

Bei kontrahierten Profilen [s>1, Gl. (6)] stimmen
Plasma- und Behilterradius nicht mehr iiberein. Als
obere Integrationsgrenze ist dann fiir Parabelpro-
file mit s>1 r=R,"=R,/Vs zu wihlen. Fiir Profil-
parameter s < 1 ist R’ =R,,.

Der Azimutanteil F(@) =1 fiihrt auf den Geo-
metriefaktor

D(r,z) =F(r) G(2). (17)

2. Berechnung der Geometriefaktoren & (r, z)
fiir TE-Resonanzen

Setzt man in Gl. (15) die Beziehung fiir die elek-
trische Feldstarke kreiszylindrischer TE;,,-Resona-
toren ein % 1%, so erhélt man nach Trennung der ra-
dialen und axialen Funktionsanteile des Geometrie-

faktors @
I? (r)[ i (k ’) +I2 (k' T) }rdr
F'r}a(f)=l*—*r= !
2 far E lz]zk(k,{il +Ji2 (k1) |rdr
(18)

L,
g [ fn(2) sin®(n 7 z/L;) dz
— z=

Gre(2) = 7~ S ;

f sin? (n 7 z[Ly) az
P

(19)

wobei ki=am/R, ist und a;, die m-te Nullstelle
der Bessel-Funktion J;” ist.

Fir eine homogene Elektronendichteverteilung
iiber der z-Achse erhilt man den axialen Geometrie-

faktor G‘I‘E(hom) =1 (20)

Ist das Entladungsgefdl véllig im Resonator einge-
schlossen, so gilt Gl. (8), woraus folgt

GrEsiny =4n2/(4n%—-1) .

Die Geometriefaktoren F fiir die Resonanzmoden
TE11n, TEs1n, TE3;, wurden numerisch berechnet;

(21)
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sie sind in den Abb. 1 bis 3 als Funktion des Ra-
dienverhiltnisses R,/R, wiedergegeben. Parameter
ist in dieser Darstellung das radiale Elektronen-
dichteprofil; der Parameter s der Gl. (6) ist dabei
zwischen s =0 und s=2 verdndert. Die gestrichelt
gezeichneten Kurven gehéren zum Bessel-Jy-Profil.

1
Dry(r,2) = 5
Ry L.

jfnU)(%;Jz[Plﬁgﬁlz'+Jfﬂklﬂ}rdr-jfn&)ﬁn2(

(ky1)®

. r=0 z2=0
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3. Berechnung der Geometriefaktoren @ (r, z)
fiir TM-Resonanzen

Bei der Bestimmung der Geometriefaktoren fiir
TM;,.»-Resonanzmoden lassen sich die axialen und
radialen Funktionsanteile im allgemeinen nicht tren-
nen. Es ergibt sich fiir den Geometriefaktor

(22)

L,
(fn () k2T () 7 dr-an (@) cos? (" 2
z2=0

nmuz
L,

)dz+

r

nz)dz
r

[ S—1

0

i

r=0 z=0

Dabei ist k; = ay,/R,, mit a;, als der m-ten Null-
stelle der Bessel-Funktion J;.

Bei homogener Dichteverteilung iiber der z-Achse
[Gl. (7)] ergeben sich die in Abb.4 und 5 dar-
gestellten Geometriefaktoren @Prypom) fiir die Re-
sonanzmoden

TMys; (Ri/L;=0,5) und TMyy, (R,/L,=0.6).

Ist das Profil in z-Richtung sinusformig, so gel-
ten die in den Abb. 6 und 7 fiir die Moden TMg,

I
s

0 g2 04 06 08

Abb. 1. Geometriefaktor F fiir den Resonanzmodus TEjjq
als Funktion des Radienverhéltnisses Rp/Rr.
Parameter ist das Elektronendichteprofil.
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(R:/L;=0,6) und TMyy; (R,/L,=0,5) wiedergege-
benen Geometriefaktoren @ry(siny. Abbildung 8
zeigt den Geometriefaktor @ als Funktion des Ra-

EEE
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Abb. 2. Geometriefaktor F fiir den Resonanzmodus TEgin

als Funktion des Radienverhiltnisses Rp/R;.
Parameter ist das Elektronendichteprofil.
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Abb. 3. Geometriefaktor F fiir den Resonanzmodus TEgip
als Funktion des Radienverhéltnisses Rp/R; .
Parameter ist das Elektronendichteprofil.

1 RyR,

Abb. 4. Geometriefaktor @ fiir den Resonanzmodus TMgs,

(Rr/Lr=0,5) als Funktion des Radienverhdltnisses Rp/Ry

bei homogener Dichteverteilung iiber der z-Achse. Parameter
ist das Elektronendichteprofil.
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i
0 a2 04 06 08
Abb. 5. Geometriefaktor @ fiir den Resonanzmodus TM,,,
(Ry/L;=0,6) als Funktion des Radienverhiltnisses Rp/Rr
bei homogener Dichteverteilung iiber der z-Achse. Parameter
ist das Elektronendichteprofil.

1 Ry/Re

dienverhiltnisses R,/R, fiir den Resonanzmodus
TM,; bei rechteckiger Dichteverteilung iiber dem
Radius (s=0) und homogener bzw. sinusférmiger
Dichteverteilung iiber der z-Achse des Entladungs-
gefdlles. Weiterer Parameter ist das Verhalinis Re-
sonatorradius zu Resonatorlinge R,/L; . Fiir TM,,-
Resonanzmoden 1aBt sich allgemein angeben 11

D1t 1m0 (sin) = 2 Pt 1m0 (hom) - (23)

In den Abb. 9 bis 12 sind fiir fiinf verschiedene
Radienverhiltnisse R,/R. (0,05; 0,15; 0,3; 0,6;
1,0) die Geometriefaktoren F bzw. @ einer Vielzahl
von Resonanzmoden als Funktion des Profilparame-
ters s angegeben. Aus dieser Darstellung ist zu ent-
nehmen, wie stark die Abhéngigkeit vom radialen
Elektronendichteprofil ist: bei kleinen Fiillgraden
R,/R; kann hiernach eine groBe Zahl von Resonanz-

11 G. JANZEN, Dissertation, Universitat Stuttgart 1971.
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moden zu genauen Dichtemessungen auch ohne
Kenntnis des Dichteprofils herangezogen werden.
Resonanzmoden mit groflem [l-Index sind fiir Elek-

Abb. 6. Geometriefaktor @ fiir den Resonanzmodus TM,,,
(Rt/Ly=0,6) als Funktion des Radienverhiltnisses Rp/Rr
bei sinusformiger Dichteverteilung tiber der z-Achse.
Parameter ist das Elektronendichteprofil.

0 ® 04 0§ 08

Abb. 7. Geometriefaktor @ fiir den Resonanzmodus TMg,,
(Rt/Ly=0,5) als Funktion des Radienverhiltnisses Rp/R;
bei sinusférmiger Dichteverteilung iiber der z-Achse.
Parameter ist das Elektronendichteprofil.

G.JANZEN

tronendichteprofilmessungen® besonders geeignet.
Der Unterschied der MeBempfindlichkeit der ver-
schiedenen Moden kann (bei konstantem Verhiltnis
R,/R;) einige GréBenordnungen betragen.

Ganz allgemein sind Moden mit kleinem I-Index
zur Messung kleiner Plasmaelektronendichten ge-
eignet, wihrend Moden mit einem Index I > 2 erst
fiir dichtere Plasmen eine mefbare Frequenzver-
schiebung erfahren.

4. MeBergebnisse

Die Bestimmung der mittleren Elektronendichte
e, der StoBfrequenz ¥ und des Elektronendichte-
profils n.(r) erfolgte an einem Stickstoff-Gasentla-
dungsplasma.

In einer Reflexionsanordnung wurden dazu die
Resonanzkurven eines Mikrowellen-Hohlraumreso-
nators, der koaxial das Entladungsgefdl enthielt,
aufgenommen und ausgewertet.

.

ittty
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Abb. 8. Geometriefaktor D (hom) und P (sin) als Funktion des

Radienverhiltnisses Rp/R; fiir den Resonanzmodus TM,,, bei

rechteckiger Dichteverteilung iiber dem Radius; Parameter
sind das axiale Dichteprofil und das Verhéltnis Ry/Ly .
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Abb. 9. Geometriefaktor @ bzw. F als Funktion des radialen
Elektronendichteprofils fiir das Radienverhiltnis
Rp/Rr=0,05.

Die Frequenzverschiebungen unter dem Einflul}
eines Plasmas wurden als Funktion des Entladungs-
stromes / in den Resonanzmoden TMyyq, TEy; und
TE,y; gemessen.

Aus den Diagrammen Abb.3 und Abb.5 in 3
und Abb. 2 dieser Arbeit wurden die Geometriefak-
toren @ bzw. F fiir das vorliegende Radienverhalt-
nis R,/R,=0,28 fiir alle Profilwerte s entnommen.

Da die mittlere Dichte 77, vom radialen Elektro-
nendichteprofil abhangig ist, mul vor der Dichte-
bestimmung der Profilparameter s bestimmt wer-
den. Dies geschieht durch Messung der Frequenz-
verschiebung in zwei Resonanzmoden am identischen
Plasma und anschlieBender Bildung des Wertes

Vex = (dwy[/Aw,) - (wgg]/wgs) , (24)

wobei dw; die bei der Resonanzfrequenz wgy;, ge-
messene Frequenzverschiebung im Resonanzmodus 1
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Abb. 10. Geometriefaktor @ bzw. F als Funktion des radialen
Elektronendichteprofils fiir das Radienverhiltnis
Rp/Rr=0,15.

und dw, die Frequenzverschiebung bei der Reso-
nanzfrequenz wy, des Modus 2 ist.

Der nach Gl. (24) experimentell bestimmte Wert
Vex wird mit einem theoretischen Wert Vy, vergli-
chen, der sich aus dem Quotienten der Geometrie-
faktoren @; und D, der beiden Resonanzmoden 1
und 2 fiir jeden Profilparameter s=s, bilden laBt:

Vin= D1 (50) [ P2(so)- (25)
Derjenige Wert s = s, , der die Bedingung
Vin="Vex (26)

erfiillt, stellt den gesuchten Profilparameter dar 3 1.
Zur Vereinfachung des beschriebenen Verfahrens

sind in %12 die Quotienten Vy, als Funktion des

Radienverhaltnisses R,/R, direkt angegeben.

12 G. JANZEN, Bericht IPF-71-5, Institut f. Plasmaforschung,
Universitdt Stuttgart.
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Abb. 11. Geometriefaktor @ bzw. F als Funktion des radialen
Elektronendichteprofils fiir das Radienverhéltnis
Rp/R]-:O,g.

Mit der Kenntnis des Profilparameters s 1ait sich
nach Gl. (1) die mittlere Elektronendichte 7, und

— v _140/Q
o 2 (dojw)
die normierte StoBfrequenz bestimmen 3.

Fiir die Anderung des reziproken Giitewertes Q
ilt
B 4(1/0) =1/Q, —1/Qy~ (30 — dwy) [ . (28)

Qo bzw. 0w, ist die Giite bzw. Halbwertbreite des
unbelasteten Resonators, Q; bzw. dw, die Giite bzw.
Halbwertbreite des mit einem Plasma belasteten
Resonators.

Abbildung 13 =zeigt das Elektronendichteprofil
als Funktion des Entladungsstromes I in Stickstoff.
Die Messungen erfolgten in den Resonanzmoden-
paaren TMgo0/TEqy; und TEg;/TEs;; . Meflergeb-
nisse einer radial verschiebbaren Langmuir-Sonde
sind zur Bestdtigung des Mikrowellen-Verfahrens

(27)
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Abb. 12. Geometriefaktor @ bzw. F als Funktion des radialen
Elektronendichteprofils fiir das Radienverhiltnis
Rp/Rr=0,6 und 1,0.

mit eingetragen. s =0 entspricht einer Rechteckver-
teilung, s=1 einer Parabelverteilung, s~1,05 na-
herungsweise einer Bessel-Verteilung J,. — In Abb.
14 ist die mittlere Elektronendichte 7, und die Stof3-
frequenz v als Funktion des Entladungsstromes I
fir ein Stickstoffplasma mit dem Neutralgasdruck
p=0,07 Torr aufgetragen.

Zusammenfassung

Fiir eine Vielzahl kreiszylindrischer TE,,,- und
TM,,.n-Resonatoren werden die Geometriefaktoren
als Funktion des Radienverhiltnisses Plasma/Re-
sonator und als Funktion des radialen Elektronen-
dichteprofils berechnet. In axialer Richtung ist ein
homogenes bzw. ein sinusformiges Dichteprofil zu-
grunde gelegt.

Mit Hilfe der angegebenen Geometriefaktoren ist
die Bestimmung des Absolutwerts der Elektronen-
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Abb. 13. Elektronendichte-Profilparameter s als Funktion des
Entladungsstroms I eines Stickstoff-Gasentladungsplasmas.
Parameter ist der Neutralgasdruck p. [] TMgs0/TE;; »
O TEyy/TE,;; , ® Langmuir-Sondenmessung.

dichte und Stoffrequenz eines Plasmas aus einer
einzigen Messung und die Bestimmung des Elektro-
nendichteprofils aus der Messung in zwei Resonanz-
moden moglich.

Resonanzmoden mit kleinem [-Index sind zur
Elektronendichtebestimmung in diinnen Plasma-
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Abb. 14. Mittlere Elektronendichte 77, und StoBfrequenz v als
Funktion des Entladungsstroms I eines Stickstoff-Gasentla-
dungsplasmas. Neutralgasdruck p=0,07 Torr. Die Messungen
erfolgten in den Resonanzmoden TMys, (O) bei 11,246 GHz,
TEy; (£2) bei 8,444 GHz, TEy,; ([J) bei 8,412 GHz.

siulen geeignet, Moden mit dem Index I 2> 2 sind
fiir Profilbestimmungen besonders geeignet.
Ergebnisse von Messungen der mittleren Elektro-
nendichte, des Dichteprofils sowie der Elekiron-
Neutralteilchen-Stolfrequenz werden angegeben.

Herrn Prof. Dr. W. KLUGE danke ich fiir sein In-
teresse an dieser Arbeit. Frau SCHWAN vom Institut
fiir Plasmaforschung bin ich fiir ihre Unterstiitzung
bei der numerischen Berechnung der Integrale zu Dank
verpflichtet.



