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Geometry factors of cavity resonators for the determination of plasma electron density, density 
profile, and collision frequency 

Geometry factors of a number of cylindrical T E i m n and T M i m n cavity resonance modes are cal-
culated as a function of the ratio of plasma and cavity radius and as a function of the radial electron 
density profile. In axial direction homogeneous and sinusoidal density profiles are assumed. 

Resonance modes with a small index I are suitable for the measurement of electron densities 
in narrow and dilute plasma co lumns ; modes with an index I ^ 2 are specially advantageous for 
measuring the density profile. 

Results of measurements of the electron density, density profile, and collision frequency in 
nitrogen are given. 

Die Bestimmung der mittleren Elektronendichte 
ne und des Dichteprofils ne(r) eines Plasmas sowie 
der Stoßfrequenz v zwischen Elektronen und ande-
ren Plasmateilchen kann aus der Resonanzfrequenz-
verstimmung und Güteänderung eines Mikrowellen-
Hohlraumresonators erfolgen 1 - 4 . 

Die exakte Theorie des Hohlraumresonators5 '6 

beschreibt den Zusammenhang zwischen der Fre-
quenzverschiebung Aco und der mittleren Elektro-
nendichte räe für beliebig dichte Plasmen. Ist die 
Elektronendichte ne nc (nc cut-off-Dichte), so läßt 
sich in einer linearen Störungstheorie des Hohl-
raumresonators 7 ' 8 ein linearer Zusammenhang zwi-
schen der Frequenzverschiebung und der Elektro-
nendichte angeben. Die Proportionalitätskonstante 
zwischen den normierten Größen der Frequenzver-
schiebung und der Dichte wird im folgenden als 
Geometriefaktor 0 bezeichnet. 

Es gilt 

Dabei ist a) die Meßfrequenz und 

nc = co2 (£0m e /e2 ) (2) 
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masse, e Elementarladung). 

Der Geometriefaktor <£> ist im allgemeinsten Fall 
abhängig vom Resonanzmodus, vom radialen und 
axialen Elektronendichteprofil ne(r,z) und vom 
Füllgrad RP/RR, wenn RP der Plasmaradius und 
RT der Resonatorradius ist. 

1. Grundgleichungen 
zur Berechnung der Geometriefaktoren 

Nach der Störungstheorie folgt für den Geometrie-
faktor 

fne(r,z) E2(r, <p, z) dV 

* ( r , y , z ) = j ^ ^ — ^ p - , ( 3 ) 

Vr 

wobei das Integral im Zähler über das gesamte 
Plasmavolumen Vv innerhalb des Resonators zu be-
rechnen ist. Im Nenner ist das Quadrat der elektri-
schen Mikrowellen-Feldstärkeverteilung E{r,cp,z) 
über das Resonatorvolumen VT zu integrieren. 

Weist die Elektronendichte ne nur eine radiale 
und axiale, aber keine azimutale Abhängigkeit auf, 
so läßt sich schreiben 
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ne(r,z) = n 0 / „ ( r ) fn(z) , (4) 
wobei fn(r) bzw. fn(z) die r- bzw. z-abhängigen 
Funktionsanteile der Dichteverteilung beschreiben. 
n0 ist die Elektronendichte in der z-Achse bei 
z = L r /2 (Lt Resonatorlänge). Als radiales Dichte-
profil fn{r) wurden das Bessel-/0- Profil 

/ , ( r ) = / 0 ( 2 , 4 0 5 r / Ä p ) (5) 
und Parabelprofile der Form 

f n ( r ) = l - s ( r / R p ) 2 ( 6 ) 

verwendet3. In axialer Richtung wurde 

/ • ( * ) - 1 (?) 
für gerade, offene Entladungsgefäße angenommen 
und fn(z) = sin (JI Z/LT) (8) 

für vollständig im Resonator eingeschlossene, zy-
lindrische Entladungsgefäße. 

Die Frequenzverschiebung Aco nach Gl. (1) folgt 
aus der räumlich gemittelten Elektronendichte; da-
her ist die Achsmittendichte nQ in Gl. (4) in eine 
mittlere Dichte umzurechnen. 

Für das Profil nach Gl. (5) folgt für den Mittel-
WCrt f nrB — 0 , 4 3 2 ( 9 ) 

und für die Parabelprofile 
o < : 5 < : 1 , 

l<Ls < oo , (10) 

0 <; r RvVs . 

Die gleiche Mittelung erfolgt über das z-Profil. Aus 
Gl. (7) folgt /n 2 ( h o m ) = l (11) 

und aus Gl. (8) 

/ « ( 8 i n ) = 0 , 6 3 7 . ( 1 2 ) 

Es gilt damit für die Dichte n0 in der Achse 
n0 = üelfnrfnz • ( 1 3 ) 

Das elektrische Mikrowellenfeld E im Resonator läßt 
sich in vielen Fällen in der Form 

E = E0fE(r) fE(<p) fE(z) (14) 

schreiben. Damit folgt durch Einsetzen der Gin. (4) 
und ( 1 3 ) in Gl. ( 3 ) * 

* Aus satztechnischen Gründen mußte in den Gin. (15) und 
(16) statt / | die Anordnung /E2 gesetzt werden. 
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A t p - 1 / 2 5 f ü r 

^ Jnr 

R ' 
ffn(r) /E2(R) r dr 

r = 0 
RT 

ffEz(r) r dr 
r = 0 ( 1 5 ) 

2.t 
/ /E 2 (<??) dcp 

<P = 0 
2--I 
/ /E2 (<P) dcp 

y = 0 

= F(r) F(cp) G(z). 

L t 

f fn (z) /E 2 ( z ) dz 
z = Q 

Lr 

f /E2 (Z) dz 
2 = 0 

(16) 

Bei kontrahierten Profilen [ s > l , Gl. ( 6 ) ] stimmen 
Plasma- und Behälterradius nicht mehr überein. Als 
obere Integrationsgrenze ist dann für Parabelpro-
file mit s > 1 T = Rp = Rp/Vs zu wählen. Für Profil-
parameter 5 ^ 1 ist Rp = Rp . 

Der Azimutanteil F(cp)= 1 führt auf den Geo-
metriefaktor 

< £ ( r , z ) = F ( r ) G ( z ) , ( 1 7 ) 

2. Berechnung der Geometriefaktoren (r, z) 
für TE-Resonanzen 

Setzt man in Gl. (15) die Beziehung für die elek-
trische Feldstärke kreiszylindrischer TE/^-Resona-
toren ein 9 ' 1 0 , so erhält man nach Trennung der ra-
dialen und axialen Funktionsanteile des Geometrie-
faktors 

F T E ( r ) = 

i t p 

, , f fn(r) 
1 1 r = 0 

r dr 

2 in RT 

f 
r = 0 

JlHK'r) 
( V r ) 2 

+Jl'2(kl' r) r dr 

Lr 

f fn (z) sin2 (ra z /L r ) dz 

G T E W - 7 " 2 = 0 
Jnz Lr 

f sin2(ra n Z/Lt) az 
0 = 0 

(18) 

( 1 9 ) 

wobei k[ = ai'm/RT ist und a/OT die m-te Nullstelle 
der Bessel-Funktion J{ ist. 

Für eine homogene Elektronendichteverteilung 
über der z-Achse erhält man den axialen Geometrie-

^ t 0 r ^TE(hom) = 1 • ( 2 0 ) 

Ist das Entladungsgefäß völlig im Resonator einge-
schlossen, so gilt Gl. (8 ) , woraus folgt 

CTE(sin) = 4 7 l 2 / ( 4 7 l 2 - 1 ) . ( 2 1 ) 

Die Geometriefaktoren F für die Resonanzmoden 
T E l l n , TE2171, TE31n wurden numerisch berechnet; 



sie sind in den Abb. 1 bis 3 als Funktion des Ra-
dienverhältnisses RP/RT wiedergegeben. Parameter 
ist in dieser Darstellung das radiale Elektronen-
dichteprofil; der Parameter s der Gl. (6) ist dabei 
zwischen 5 = 0 und 5 = 2 verändert. Die gestrichelt 
gezeichneten Kurven gehören zum Bessel-/0-Profil. 

3. Berechnung der Geometriefaktoren z) 
für TM-Resonanzen 

Bei der Bestimmung der Geometriefaktoren für 
TM;mn-Resonanzmoden lassen sich die axialen und 
radialen Funktionsanteile im allgemeinen nicht tren-
nen. Es ergibt sich für den Geometriefaktor 

^TM (r,z) = £ Jnz Jnz 
LT Äp' Lr 

dr - J/»(z) sin2 dz + j ( / „ ( r ) k f j f f a r ) rdr- \fn{z) 

2 = 0 r = 0 2 = 0 
Lt Rr Lt 

dr- j sin8 dz+ j k f j f ^ r ) r d r - j c 

2=0 r=0 2=0 

Dabei ist k± = aim/RT, mit aim als der m-ten Null- {RT/LT = 0,6) und TM021 (i?r/Lr = 0,5) wiedergege-
stelle der Bessel-Funktion Ji. benen Geometriefaktoren ^TM(sin) • Abbildung 8 

Bei homogener Dichteverteilung über der z-Achse zeigt den Geometriefaktor ^ als Funktion des Ra-
[Gl. ( 7 ) ] ergeben sich die in Abb. 4 und 5 dar-
gestellten Geometriefaktoren ^TM(hom) für die Re-
sonanzmoden 

TM021 (Ä r /L r = 0,5) und TM2 1 1 (Ä r /L r = 0,6). 

Ist das Profil in z-Richtung sinusförmig, so gel-
ten die in den Abb. 6 und 7 für die Moden TM011 

Abb . 1. Geometriefaktor F für den Resonanzmodus T E i m A b b . 2. Geometriefaktor F für den Resonanzmodus TE2111 
als Funktion des Radienverhältnisses Rp/Rr. als Funktion des Radienverhältnisses RP/RT. 

Parameter ist das Elektronendiehteprofil. Parameter ist das Elektronendichteprofil. 



A b b . 5 . G e o m e t r i e f a k t o r 0 f ü r d e n R e s o n a n z m o d u s T M 2 1 1 

( / ? r / L r = 0 , 6 ) als F u n k t i o n des R a d i e n v e r h ä l t n i s s e s RP/RR 

be i h o m o g e n e r D i chtever te i lung ü b e r d e r z -Achse . P a r a m e t e r 
ist das E l e k t r o n e n d i c h t e p r o f i l . 

dienverhältnisses Rp/Rr für den Resonanzmodus 
T M m bei rechteckiger Dichteverteilung über dem 
Radius (s = 0) und homogener bzw. sinusförmiger 
Dichteverteilung über der z-Achse des Entladungs-
gefäßes. Weiterer Parameter ist das Verhältnis Re-
sonatorradius zu Resonatorlänge RT/LT. Für TM/^o-
Resonanzmoden läßt sich allgemein angeben 11 

^ T M ZmO(sin) = 2 ^ T M Z?«0(hom) • ( 2 3 ) 

In den Abb. 9 bis 12 sind für fünf verschiedene 
Radienverhältnisse RjRT (0 ,05; 0 ,15; 0,3; 0,6; 
1,0) die Geometriefaktoren F bzw. einer Vielzahl 
von Resonanzmoden als Funktion des Profilparame-
ters 5 angegeben. Aus dieser Darstellung ist zu ent-
nehmen, wie stark die Abhängigkeit vom radialen 
Elektronendichteprofil ist: bei kleinen Füllgraden 
Rp/Rr kann hiernach eine große Zahl von Resonanz-

11 G . JANZEN, D isser tat ion , Univers i tät Stuttgart 1 9 7 1 . 

A b b . 3 . G e o m e t r i e f a k t o r F f ü r d e n R e s o n a n z m o d u s T E 3 i n 

als F u n k t i o n des R a d i e n v e r h ä l t n i s s e s RP/RT . 
P a r a m e t e r ist das E lek t ronend i ch tepro f i l . 

A b b . 4 . G e o m e t r i e f a k t o r f ü r d e n R e s o n a n z m o d u s T M 0 2 1 

( i ? r / ^ r — 0 , 5 ) als F u n k t i o n d e s Rad ienverhä l tn i sses RP/RT 

be i h o m o g e n e r D i ch tever te i lung ü b e r der z -Achse . P a r a m e t e r 
ist das E l e k t r o n e n d i c h t e p r o f i l . 



moden zu genauen Dichtemessungen auch ohne 
Kenntnis des Dichteprofils herangezogen werden. 
Resonanzmoden mit großem /-Index sind für Elek-

l l l l l 
i i i i i i i i i i i : i i ! : i : i i : : : : i i i i i i i i i ü ü i i l ü lliiiüii: 
i i i i i i iMi i ; i i i l i l i i i 

1 Rp/Rr 

A b b . 6 . G e o m e t r i e f a k t o r f ü r d e n R e s o n a n z m o d u s T M 0 1 1 

( i ? r / L r = 0 , 6 ) als F u n k t i o n des Rad ienverhä l tn i s ses RP/RR 

be i s i n u s f ö r m i g e r D i chtever te i lung ü b e r d e r z -Achse . 
P a r a m e t e r ist das E lek t ronend i ch tepro f i l . 

V 0/. 0j6 Q8 1 Rp/Rr 

A b b . 7 . G e o m e t r i e f a k t o r f ü r d e n R e s o n a n z m o d u s T M 0 2 1 

(RT/LT—0,5) als F u n k t i o n d e s Rad ienverhä l tn i s ses RP/RR 

be i s i n u s f ö r m i g e r D i chtever te i lung ü b e r d e r z -Achse . 
P a r a m e t e r ist das E lek t ronend i ch tepro f i l . 

tronendichteprofilmessungen3 besonders geeignet. 
Der Unterschied der Meßempfindlichkeit der ver-
schiedenen Moden kann (bei konstantem Verhältnis 
Rp/Rr) einige Größenordnungen betragen. 

Ganz allgemein sind Moden mit kleinem Z-Index 
zur Messung kleiner Plasmaelektronendichten ge-
eignet, während Moden mit einem Index l 2 erst 
für dichtere Plasmen eine meßbare Frequenzver-
schiebung erfahren. 

4. Meßergebnisse 

Die Bestimmung der mittleren Elektronendichte 
n e , der Stoßfrequenz v und des Elektronendichte-
profils n e (r) erfolgte an einem Stickstoff-Gasentla-
dungsplasma. 

In einer Reflexionsanordnung wurden dazu die 
Resonanzkurven eines Mikrowellen-Hohlraumreso-
nators, der koaxial das Entladungsgefäß enthielt, 
aufgenommen und ausgewertet. 

A b b . 8. G e o m e t r i e f a k t o r <?(hom) u n d <£(sin) als F u n k t i o n des 
Rad ienverhä l tn i sses R p / R r für d e n R e s o n a n z m o d u s T M 1 U b e i 
rechteckiger Dichteverte i lung ü b e r d e m R a d i u s ; P a r a m e t e r 

s ind das ax ia le Dichtepro f i l u n d das V e r h ä l t n i s Rt/LT . 



A b b . 9 . G e o m e t r i e f a k t o r b z w . F als F u n k t i o n des rad ia len A b b . 10 . G e o m e t r i e f a k t o r <P b z w . F als F u n k t i o n d e s rad ia len 
E l e k t r o n e n d i c h t e p r o f i l s f ü r das R a d i e n v e r h ä l t n i s E lek t ronend i ch tepro f i l s f ü r das R a d i e n v e r h ä l t n i s 

RV/Rt = 0,05. i ? p / i ? r = 0 , 1 5 . 

Die Frequenzverschiebungen unter dem Einfluß 
eines Plasmas wurden als Funktion des Entladungs-
stromes I in den Resonanzmoden TM0 2 0 ? TE011 und 
TE211 gemessen. 

Aus den Diagrammen Abb. 3 und Abb. 5 in 3 

und Abb. 2 dieser Arbeit wurden die Geometriefak-
toren 0 bzw. F für das vorliegende Radienverhält-
nis RjRr = 0,28 für alle Profilwerte 5 entnommen. 

Da die mittlere Dichte ne vom radialen Elektro-
nendichteprofil abhängig ist, muß vor der Dichte-
bestimmung der Profilparameter s bestimmt wer-
den. Dies geschieht durch Messung der Frequenz-
verschiebung in zwei Resonanzmoden am identischen 
Plasma und anschließender Bildung des Wertes 

VEX = [AWJAW2) • ((O01/Ü)02) , ( 2 4 ) 

wobei AOJ± die bei der Resonanzfrequenz co01 ge-
messene Frequenzverschiebung im Resonanzmodus 1 

und Zfco2 die Frequenzverschiebung bei der Reso-
nanzfrequenz co02 des Modus 2 ist. 

Der nach Gl. (24) experimentell bestimmte Wert 
VEX wird mit einem theoretischen Wert Fth vergli-
chen, der sich aus dem Quotienten der Geometrie-
faktoren <Z>T und & 2 der beiden Resonanzmoden 1 
und 2 für jeden Profilparameter s = s0 bilden läßt: 

= (s0)/&2(s0)' ( 2 5 ) 

Derjenige Wert 5 = s0 , der die Bedingung 

VTH=VEX ( 2 6 ) 

erfüllt, stellt den gesuchten Profilparameter dar 3 ' n . 
Zur Vereinfachung des beschriebenen Verfahrens 

sind in 3 ' 1 2 die Quotienten Vt^ als Funktion des 
Radienverhältnisses RP/RT direkt angegeben. 

1 2 G . JANZEN, Ber i cht I P F - 7 1 - 5 , Inst i tut f . P l a s m a f o r s c h u n g , 
Univers i tät Stuttgart . 



TM 012 0,65 
TM 111 0,65 

TM 013 0,65 

TM 110 und 
TE 01 n 
TM 213 0,6 

TM 212 0,6 
TE 21n 

TM 211 0,6 

TM210 

R r / l r = 
TM 020 
TM 021 0,65 
TM 022 0,6 
TM 023 0,6 
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TM 310 

TE 31n 
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T E i l n 
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M l 13 
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TM 110 

TE 21n 
TM211 
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A b b , 11 . G e o m e t r i e f a k t o r b z w . F als F u n k t i o n des rad ia len 
E l e k t r o n e n d i c h t e p r o f i l s f ü r das R a d i e n v e r h ä l t n i s 

i?p/7?r = 0,3. 

Mit der Kenntnis des Profilparameters 5 läßt sich 
nach Gl. (1) die mittlere Elektronendichte ne und 
n a d l v ^ X A d / Q ) 

(o 2 (Acü/co) 1 l ) 

die normierte Stoßfrequenz bestimmen 3. 
Für die Änderung des reziproken Gütewertes Q 

g l l t A ( l l Q ) = \ l Q x - l l Q ^ ( ö o H - d o ) , ) l o > . ( 2 8 ) 

Q0 bzw. dco0 ist die Güte bzw. Halbwertbreite des 
unbelasteten Resonators, Qx bzw. dco1 die Güte bzw. 
Halbwertbreite des mit einem Plasma belasteten 
Resonators. 

Abbildung 13 zeigt das Elektronendichteprofil 
als Funktion des Entladungsstromes / in Stickstoff. 
Die Messungen erfolgten in den Resonanzmoden-
paaren TM020/TE011 und TE0 1 1 /TE2 1 1 . Meßergeb-
nisse einer radial verschiebbaren Langmuir-Sonde 
sind zur Bestätigung des Mikrowellen-Verfahrens 

A b b . 12. G e o m e t r i e f a k t o r <P b z w . F als F u n k t i o n des rad ia len 
E lekt ronend i ch tepro f i l s f ü r das R a d i e n v e r h ä l t n i s 

RP/RT=0,6 u n d 1 ,0 . 

mit eingetragen, s — 0 entspricht einer Rechteckver-
teilung, 5 = 1 einer Parabelverteilung, 5?» 1,05 nä-
herungsweise einer Bessel-Verteilung / 0 . — In Abb. 
14 ist die mittlere Elektronendichte ne und die Stoß-
frequenz v als Funktion des Entladungsstromes / 
für ein Stickstoffplasma mit dem Neutralgasdruck 
p = 0,07 Torr aufgetragen. 

Zusammenfassung, 

Für eine Vielzahl kreiszylindrischer TEimn- und 
TMfom-Resonatoren werden die Geometriefaktoren 
als Funktion des Radienverhältnisses Plasma/Re-
sonator und als Funktion des radialen Elektronen-
dichteprofils berechnet. In axialer Richtung ist ein 
homogenes bzw. ein sinusförmiges Dichteprofil zu-
grunde gelegt. 

Mit Hilfe der angegebenen Geometriefaktoren ist 
die Bestimmung des Absolutwerts der Elektronen-
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A b b . 13. E lekt ronend i chte -Pro f i lparameter s als F u n k t i o n des 
E n t l a d u n g s s t r o m s I e ines S t i cks to f f -Gasent ladungsp lasmas . 

P a r a m e t e r ist der Neutra lgasdruck p . ö T M 0 2 0 / T E 0 1 1 , 
O T E 0 1 1 / T E 2 1 1 , ® L a n g m u i r - S o n d e n m e s s u n g . 

dichte und Stoßfrequenz eines Plasmas aus einer 
einzigen Messung und die Bestimmung des Elektro-
nendichteprofils aus der Messung in zwei Resonanz-
moden möglich. 

Resonanzmoden mit kleinem /-Index sind zur 
Elektronendichtebestimmung in dünnen Plasma-

N2 

p = 0,07 Torr 

10'° s1 

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 

A b b . 14. M i t t l e r e E l e k t r o n e n d i c h t e fie u n d S t o ß f r e q u e n z v als 
F u n k t i o n des E n t l a d u n g s s t r o m s I e ines St icksto f f -Gasent la -
d u n g s p l a s m a s . N e u t r a l g a s d r u c k p = 0 ,07 T o r r . D i e M e s s u n g e n 
e r f o l g t e n in d e n R e s o n a n z m o d e n T M 0 2 0 ( O ) b e i 1 1 , 2 4 6 G H z , 

T E 2 n ( £ ^ ) be i 8 , 4 4 4 G H z , T E 0 1 1 " O b e i 8 , 4 1 2 G H z . 

säulen geeignet, Moden mit dem Index l 2 sind 
für Profilbestimmungen besonders geeignet. 

Ergebnisse von Messungen der mittleren Elektro-
nendichte, des Dichteprofils sowie der Elektron-
Neutralteilchen-Stoßfrequenz werden angegeben. 
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